Méthodes statistiques

pour la comparaison de plus de deux traitements I*
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Chapitre 1. — Comparaison simultanée de k > 2 traitements. Hypothéses d’homogénéité
contre alternatives générales et particuliéres.
1.1. Formulation du probléme. Hypothéses et notations.
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1.2.1. Homogénéité contre alternatives générales.
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1.4.1. Homogénéité contre alternatives générales.
1.4.2. Homogénéité contre alternatives particuliéres.
1.5. Références bibliographiques pour ce chapitre.

Remarque : Les autres chapitres paraitront dans les numeéros suivants de cette revue.

Ce sont les :
Chapitre 2: Sélection du « meilleur » traitement.
Chapitre 3 : Comparaison simultanée de k > 2 traitements a un témoin.

Chapitre 4 : Comparaison de k > 2 traitements deux-a-deux — Classement des
traitements en deux groupes — Tests de contrastes — (Populations
normales homoscédastiques).

Au cours des derniéres années, les méthodes d’analyse statistique dun groupe de
plus de deux moyennes traitements se sont développées et perfectionnées; des tables
numériques nouvelles ont été mises a la disposition de I’'expérimentateur.

Nous reprenons la question & partir du test F basé sur l'analyse de la variance dans
le cas normal et passons en revue les différents problémes pratiques gui se posent a
'expérimentateur et pour lesquels une solution existe actuellement (par exemple : compa-
raison des traitements deux-a-deux, sélection du « meilleur », comparaison 4 un témoin}.
Nous citons les conditions d’applicabilité des méthodes et leurs qualités; nous nous
attachons particuliérement au probléme de la détermination a priori de Veffectif des
observations. Les méthodes sont classées, pour chague probléme pratique, suivant les
conditions dans lesquelles elles sont appliquées et suivant le but qu’il faut atteindre (par
exemple : cas normal ou non-normal, homogénéité des variances, effectif fixe ou pro-
gressif, test d’hypothése ou intervalle de confiance).

Notre objectif n'est pas d'apperter une contribution originale de nature mathéma-
tigue, quoique certaines méthodes ou conditions soient nouvelles (leur justification
paraitra ultériearement). Nous voulons aider I'expérimentateur en Jui permettant, une
fois le probléme posé, de faire I'inventaire des méthodes et de les appliquer en toute
connaissance de cause.

Nous remercions Monsieur le Professeur Jean Teghem d’avoir bien voulu lire le
manuserit et d’y avoir introduit de nombreuses améliorations.

(*) Cet article est le premier d’une série qui paraitra dans les prochains numéros de
cette revue.
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I. — COMPARAISON SIMULTANEE DE k > 2 TRATTEMENTS. HYPOTHESES
D'HOMOGENEITE CONTRE ALTERNATIVES GENERALES ET PARTI-
CULIERES.

1.1. Formulation du probléme. Hypothéses et notuaiions.
a) Alternatives générales et particuliéres.

Nous savons que la notion de traitement est équivalente 4 la notion combinée de
population — fonction de distribution (De Munter, 1960). Notons 7: la population des
réponses possibles au i* traitement et soit Fi(x) la fonction de distribution de m,
(i = 152 siivis , k). L’égalité des traitements est donc un fait équivalent a I'égalité des
fonctions Fi. D’une maniére générale, on est amené 4 tester I'hypothése

He: F:(x) = Fz(x) = F;c(x),

pour tout x. L’hypothése H. exprime 'homogénéité des populations . Lorsque H., est
vraie, il 0’y a plus k populations, mais une seule, dont la fonction de distribution est la
fonction F: (x) par exemple.

Lorsquune méthode statistique quelcongue conduit & rejeter Ho, on est en droit de
penser qu'une alternative & H. est vraie. Or, si I'on admet qu’une alternative H exprime
senlement qu'une au moins des égalités entre les F: tombe en défaut, il y a 2" — 1 alter-
natives H. 8l v a 5 traitements en présence, il y a 31 alternatives 4 I'hypothése d’homo-
généité. Nous dirons des alternatives H qu’elles sont générales.

Parmi les alternatives générales, il peut y en avoir que l'expérimentateur sait, a
priori, étre impossibles. Il peut en étre de plus ou moins vraisemblables. Enfin, il se peut
que l'expérimentatenr puisse, a priori, déterminer un ensemble restreint d’alternatives
seules possibles. Par exemple, seules peuvent étre possibles les alternatives H : Fo<Fa<. ..
<F;. Nous dirons dans ce cas que les alternatives sont particuliéres.

Tl est (intuitivement) justifié de croire qu'un test statistique de H, contre les alterna-
tives générales est moins efficace qu'un test de H. contre des alternatives particulieres.
Un test de H. contre H, (alternatives générales) rejetera H, moins facilement qu’un test
de H., contre H, (alternatives particuliéres) surtout si, justement, c’est H, qui est vraie.

Notons D, la décision statistique de considérer H. comme I’hypothése vraie et soit D
la décision statistique de considérer qu’une alternative H (générale ou particuliere) est
vraie. Prendre la décision D, revient i accepter H. et prendre la décision D revient &
rejeter H, en faveur d’une alternative H générale ou particuliere.

b) Détermination a priori de Peffectif échantillon.

D'une maniére générale, on fixe a priori la probabilité de prendre la décision D.
lorsque H, est vraie, soit P{D.|H,}. Nous appellerons « condition (C:) » la nécessité
pour P{D,|H.} d’avoir une certaine valeur fixée & l'avance ; on aura généralement

(Ca)EP{Dn‘Hn}'Zl—R (=0,95),

ol o gappelle « niveau de signification du test » ou « erreur de premiére espece ». Mais
il est tout aussi important de fixer a priori la probabilité de prendre la décision D lorsque
H est vraie, soit P{D|H}. Nous appellerons « condition (C)) » la nécessité pour
P{D|H} d’avoir une valeur fixée a I'avance ; on aura généralement

(C)=P{D|H}=1-8 (=095 ou 0,90),
s B s’appelle « erreur de deuxiéme espéce ».
Les symbeles « et B ont effectivement la signification d'une erreur. En effet, on a
x=1-P{D|Ha} =P{D|Ho},

c’est-a-dire, la probabilité de rejeter H, alors que H, est I'hypothése réellement vraie.
Drantre part, on a

B=1-P{D|H} =P{D|H},

c’est-a-dire, la probabilité d’accepter H. alors qu'une alternative H est vraie.
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Pour exploiter la condition (Cy), il faut préciser H. Par exemple, H : Fi(x) = Fu(x) =
.= Fu(x) = F(x), F{x) = F(x — ¢), exprimant que les k — 1 premiers traitements
sont identigues et que le k" différe, seulement en ce qui concerne sa moyenne, d’'une
quantité ¢ bien précisée. Pour exploiter la condition (G) il faut donc particulariser H.
Il est évident que cette praticularisation se fait dans le sens le plus plausible. Si, par
exemple, on doit comparer trois engrais dont 'un différe, par ses qualités chimigues,
nettement des deux autres, les alternatives 2 H, sont du type cité plus haut. Dans ces
conditions, on peut tirer de la condition (Ci) le nombre d’observations qu’il convient de
prélever dans chaque population. (C'est la raison pour laguelle nous avons affecté a la
condition sur lerreur de deuxiéme espéce U'indice « 1 » 1 on commence par fixer o et B
d'on Uon tire tout d’abord Peffectif échantillon afin de pouvoir entreprendre lessai.
Ensuite, de la condition (Cz) on tire la régle du test qui permet de prendre une décision).
Mais il ne faut pas perdre de vue que cette maniére de faire introduit une nouvelle sorte
d’erreur. Il a fallu, pour calculer P{D|H} faire un choix parmi les alternatives H. Soit
T’ l'alternative choisie et D’ la décision de considérer H' comme vraie. On a donc
PID’H’} =1 — B. Mais cela ne donne aucune garantie de prendre la décision D’ si
H”(2 H’) est vraie.

c) Méthodes progressives.

Tl est possible de fixer a priori P{D.|H,} et P{D|H} sans pour autant que cela
impose un effectif échantillon fixe. Alors, la méthode est dite progressive (ou séquen-
tielle). Cela signifie que I'effectif échantillon est aléatoire ; il dépend du comportement
de la variable observée. Les observations sont prélevées successivement et a4 chague
prélevement on est amené & prendre I'une des trois decisions : D, D, faire un nouveau
prélevement. Les méthodes progressives pour tester Ho contre H ne sont ni nombreuses,
ni développées. Nous en décrivons une due 4 Johnson (1953) et améliorée par Ray (1936).

d) Homogénéité relative.

Supposons que Ion soit amener 3 comparer trois engrais dont I'application a pour
seul but d’accroitre le rendement. Et I'on suppose gue ce but est atteint et seulement
celui-1a. Bn d'autres termes, l'application de ces engrais ne perturbe pas, par exemple, la
dispersion des réponses, Dans ces conditions, la moyenne de la population des réponses
3 I'un des engrais en est la caractéristique essentielle.

Mais il se peut que les populations des réponses possibles aux différents engrais
aient des fonctions de distribution de formes différentes. Cela n’intéresse pas l'expéri-
mentateur. Ce qui P'intéresse essentiellement, ¢’est le comportement respectif des moyen-
nes de ces populations. Dans ce cas, Phomogénéité des traitements est équivalente 4 une
homogénéité relative des fonctions de distribution, relative aux valeurs moyennes seule-
ment. L’hypothése généralement testée est H, : (L = g = ... = |ts, OU lt: est la moyenne
population du i* traitement.

e) Hypothése de normalité.

Dans ce qui précéde, rien n’a été dit ni supposé quant 2 la forme des fonctions de
distribution Fi(x) des populations 7.

Lorsqu’il est concevable (i) que la variable aléatoire observée puisse prendre n’im-
porte quelle valeur réelle, (if) que la variable aléatoire observée résulte de I'addition d'un
trés grand nombre d’impulsions élémentaires représentatives de facteurs aléatoires plus
ou moins indépendants, il est justifié de supposer que la fonction de distribution de cette
variable est normale ou approximativement normale. Rappelons que si X est une variable
normale,

1 1 (téu)z
P§X<x}:\/2—rg e 2 a dt .

ol ¢ est la moyenne et o Iécart-type de X ; on note X est N(1t.0).
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Considérons les k traitements et les populations 7 des réponses possibles. §'il est
concevable d’admettre que les réponses possibles statisfont aux conditions (7) et (i), il
est justifié de supposer que la fonction de distribution de w: est normale de moyenne [

et d’écart-type o4 Si les populations ont toutes la méme variance (o" = o' = ... 0« -,
nous dirons qu’elles sont homoscédastiques ; sinon elles sont hétéroscédastiques.

Nous envisagerons tout d’abord le cas de I'homoscédasticité. Il est fort J_mportant
d’en bien comprendre la portée sur la nature des traitements. Exemple : Une usine de
produits pharmaceutiques met au point trois fortifiants A, B et C pour enfants. Elle
désire ne metire sur le marché que le « meilleur ». Les traitements sont appliqués 4 trois
groupes d’enfants (20 enfants par groupe, par exemple) pendant un mois. Ces enfants
ont été choisi au hasard dans une population dont tous les éléments satisfont a certains
critéres portant sur Iige, le poids initial, le standing social, I’état de santé, etc. De telle
sorte, qu’on a éliminé les facteurs principaux d’hétérogénéité systématique pouvant
affecter les réponses aux traitements. Dés I'application des traitements, la population
unique des enfants se scinde en trois, respectivement caractéristique de chaque traitement.
Supposer que ces populations sont normales implique une hypothese sur les traitements :
les répomses se répartissent symétriquement autour de la moyenne; il ¥y a antant de
petits accroissements de peids que de grands. Suppo%cr en outre que les fonctions de
distribution sont homoscédastiques implique que les réponses sont également dispersées.
Or, le meilleur traitement est également celui qui agit le plus indépendamment des indi-
vidus, c’est-a-dire, celui qui a la dlsperf_uon la plus faible. Donc faire I'hypothése de
I’homoscédasticité, cest faire a priori une hypothése sur la qualité des traitements (cet
exemple est repris au chapitre 2, § 1).

Admettons qu’il soit permis de faire I’hypothése que les fonctions de distribution des
populations des réponses possibles aux différents traitements soient normales homoscé-
dastiques (ce qui se note « w: est N(ti, 0) », |+ étant la moyenne et ¢ 1’écart-type com-
mun). Les populations ne différent que par les valeurs moyennes |ti. L’hypothése statis-

tigue Ho : 1o = e = ... = . est donc équivalente & I'hypothése d’homogénéité.

Dans le cas de I'hétéroscédasticité, les fonctions de distribution des populations des
réponses possibles sont N(it:, o) et 'hypothése Ho : tn = e = ... = ¢ n'implique
gu'une homogénéité relative des fonctions de distribution.

Les alternatives & H. : |t = e = ... = (1 sont soit générales et impliguent quun
signe égal au moins tombe en défaut, soit particuliéres et sont, par exemple, H, : |t >
tz > ... » W& ol un signe égal au moins n’existe pas.

11 est souvent possible, par une transformation adéquate des observations, de rendre
homoscédastiques des fonctions de distribution présentant une certaine hétérogénéité de
variance (De Munter, 1958).

f) MNon-normalité,

Lorsqu’il n’est pas permis de supposer que les fonctions de distribution des popula-
tions sont normales, il peut également &tre possible, par une transformation adéquate des
données, de les normaliser (De Munter, 1958). Sinon, on applique des méthodes valables
pour n’importe quelles fonctions de distribution. Dans ce cas, on teste I’hypothése
d’homogénéité H, : Fr = F: = ... = F: contre H; ou H,.

1.2. Populations normales homoscédastiques.
1.2.1. Hypothese dhomogénéité contre alternatives générales.

1.2.1.1. Observations non-progressives.

Soit ®: la population des réponses possibles au i° traitement, ( = 1, 2, ..., k). La
fonction de distribution de = est N(i:, g). Soit Y+; la réponse de la j° unité expérimen-
tale ayant subi le i traitement. On suppose que Y.; est la somme d’une moyenne géné-
rale pu, d'une impulsion 1. due essentiellement au i* traitement et d’une variable aléatoire
; dont la fonction de distribution est N(O, ¢). On a donc

Y= 1 + -+ X i

ol Xi; résulte de l'influence de tous les facteurs aléatoires de perturbation autres que le
i® traitement. On appelle donc X:; 'erreur affectant la réponse de la j° unité expérimen-
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tale ayant subi le i° traitement. Les erreurs X, sont des variables normales homoscédas-
tiques indépendantes. On peut généralement faire cette hypothese d’indépendance gréce
3 une répartition aléatoire des traitements parmi les unités expérimentales : les facteurs
non-contrélés agissent alors sans tendance privilégiée. Le terme |t a la signification d'une

moyenne générale perce que, d’une part les t: sont tels que £ v, = 0, et d’autre part Kii
a pour moyenne zéro. Il en résulte que la moyenne du i* traitement est
i =1L+ T

et que T pi/k = w; par conséquent, la différence entre les moyennes des traitements (1)
et (2), par exemple, est égale & T — Ta.

L’égalité des moyennes traitements est réalisée lorsque I'hypothése H, @ 12 = w2 =
= 1, = 0 est vraie. L’hypothése H. exprime donc 'homogénéité des populations
normales. Une alternative H, est générale si elle exprime seulement que, pour deux
valeurs de i au moins, © = 0. Tout écart entre H, et H, peut donc se mesurer par le

coefficient
b3 ?ﬁ
X = _
ka'

Si par exemple, 1, =1, =...= 1t ,=0 71 et t =0, 0na

Tt .
-
ko

Lestimation de A, a priori, est un élément important de I'analyse statistique. Dans
un essai variétal, par exemple, I’expérimentateur doit comparer trois variétés A, B et C
de blé du point de vue du rendement en quantité de grain. Si rien n’a jamais été expéri-
menté sur le sujet, si Uexpérimentatenr n’a absolument aucune information a priori, il
doit organiser un essai d’orientation qui fournira des estimations de o et des moyennes ;.
Mais généralement, I'expérimentateur posséde une certaine information et par consé-
guent une estimation de ¢ . Supposons, pour simplifier I'exposé, que I'expérimentateur
sache & l'avance que deux variétés, A et B par exemple, sont presque identiques, tandis
que la troisitme se distingue des deux autres. Une certaine différence minimum entre
C ct (A,B) est importante (du point de vue économique, par exemple). En d'autres
termes, si le rendement moyen de C dépasse les rendements moyens de A et B dune
quantité A > A* | C présente un avantage économique cerain.

On teste donc Ho: ST SW contre H, : T B, =T 5T + A*, et il
convient de prendre, avec une probabilité élevée, la décision D (accepter Hi) si Hy est
vraie. Pour satisfaire & cette condition (Cy), (voir § 1.1.b), il importe de calculer 1. Sachant

qu’il faut que T, + T + 5 0, d’olt ’on a A* =-3 1, il vient
M2 A
3 g

On constate que la détermination de 1 nécessite une information d’ordre statistique
(o ou une estimation de o) et une information inhérente au probléme essentiel que I'on
veut résoudre (une valeur de A% conditionnée par des impératifs économiques, tech-
niques, etc.).

Dans Iexposé de la méthode statistique pour tester H. contre Hy , nous nous limi-
tons tout dabord au cas oil il y a le m&me nombre n d’cbservations prélevées dans
chaque population. 11 v a donc kn = n’ observations au total. Soit également Y.. La

somme des observations relatives & la population m: et soit Y. = Y:./n Ja moyenne.

Soit enfin Y.. la somme totale de toutes les observations et Y..= Y../r’ la moyenne
générale. Notons C = Y*../n’ un terme correctif qui interviendra dans la suite.

La variation totale de 1’essai est

ST: %(Yij—Y..)2 =t ?_;qun-C.
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La variation (totale) due aux traitements est

= 1
8 =nI(Yi-Y.y=—3¥W-C
n

tandis que la variation (totale) due aux erreurs est

— 1
S =2 (Y -Y:) =8 -Si=XY%w -—ZIY%
i T ] n o

Les variations moyennes correspondantes sont
Vi = 8/(k-1) et Vi =8./(n"-k),

dont le rapport F = V’/V*® est la variable de Fisher-Snedecor avec (k~1) el (n'-k)
degrés de liberté.
On prend la décision D, si la valeur observée f de la variable aléatoire F est telle
que ()
F<F s

on prend la décision D si f > f . Le nombre f est tiré des tables de la distribution de
Fisher-Snedecor ; il est tel que la condition (Cx) soit satisfaite (voir plus loin et § 1.1.b).

L’effectif n commun & tous les échantillons est déterminé a prieri de telle sorte
que la probabilité de prendre la décision D alors que H; est vraie soit fixée & 1'avance,
& savoir,

P{D|H }=1-§, (Cy)
ot Hy est spécifiée par une valeur de ) . Nous reproduisons aux tableaux ci-contre les

valeurs de n, correspondant & différents A, telles que la condition (Ci) soit satisfaite
lorsque =« = 0,05 et § = 0,10 (table 1.1), B = 0,05 (table 1.2).

ST

A 1 0,9 0.8 0,7 0.6 0,5 0.4 03
3 6 7 8 10 12 18 27 47
4 5 6 7 9 i1 15 23 40
5 5 5 6 7 10 11 21 35

Table 1.1. Valeurs de n correspondant & différentes valeurs de L et de k, telles

que P{ D, |H. } =095 et P{D|H, } = 090.
l"
& [ 1 0,9 0,8 0,7 0.6 0,5 0.4 03
7/ 8 9 11 15 21 34 57
4 6 7 8 10 13 17 29 48
6 6 7 9 12 16 24 43

Table 1.2. Valeurs de n correspondant 4 différentes valeurs de X et de k, telles
que P{D, |H. | =095 et P{D |H, } =0,95.

(°) Les majuscules sont des variables aléatoires dons les réalisations sont représentées
par les minuscules correspondantes.
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Les valeurs de n fournies par les tables 1.1. et 1.2 ont été tirées des abaques de
Feldt et Mahmoud (1958).
La valeur f , fournie par les tables de la distribution de Fisher-Snedecor avec

(k—1) et (n"— k) degrés de liberté, est telle que

P{ D,

H, }=0095. (C2)

Etant donné une valeur observée f de F, il est souvent utile de déterminer P4 F > f b
Tl est évident qu'on prend la décision D si P4 > f } < « (généralement 0,05). Les tables
de la distribution de Fisher-Snedecor fournissent les f tel que P{F>f } = o mais

ne fournissent pas la possibilité de déterminer P{ F > f L guel que soit f. A cette fin,
il faut disposer des tables de la fonction béta incompléte (Pearson, 1956). Ces tables
fournissent les valeurs de L. (p,q) pour différentes valeurs de x., p et g. Supposons
que la variable F ait une distribution de Fisher-Snedecor avec f: etf: degrés de liberté.
On a

- f'z fl
P{F>H—L( =i )

ou x = f/(f: + ff) .

Le premier exemple numérique est relatif 4 des données artificielles. Soient trois trai-
ternernts A , B et C dont les réponses possibles constituent des populations normales homo-
scédastiques. Afin que Phomoscédasticité ne soit pas mise en doute, les variances échan-
tillons s sont toutes égales. Les données sont rassemblées & la table 1.3. Les effectifs
échantillons (n = 6) ont été fixés sans considération de la condition (Cy). Il n’empéche
qu’il convient de calculer P{D |H } . Les maoyennes populations sont =t + 1,
pa=[t+ To et o = -+ T ol | est estimée par y.. = 12. Posons P4 D, | H, } =095 ;
quelle est, dans ces conditions, P{ D |He b si He: n==1,1=-1 et u= 2?7 La
valeur de A qui correspond &4 Hy est V2/0®, ol I'on peut remplacer ¢® par la variance
échantillon, s:* =2; donc A = 1. Par conséquent, en vertu de la table 1.1, on a
P{D|H, =090

Yij | n Yi. \ .1_J'i. \ 32__
\
A 10 10 12 8 9 11 6 60 10 2
B 11 9 13 11 10 12 6 66 11 2
C 15 15 13 17 14 16 6 90 15 2
Table 1.3. Données du premier exerple. 18 216 12

Le terme correctif (%) a pour valeur ¢ = (216)°/18 = 2592. La variation totale a
pour valeur s = (10y + (10 + ... + (14)* + (16)*- 2592 = 114. La variation (totale)

due aux traitements a pour valeur s = (90)* ~2592 = 84 . Par conséquent, la variation
(totale) due aux erreurs vaut s.= S i = 30. Les variations moyennes cOrrespon-

dantes sont vi = s¢/2 = 42 et v&* = 5./15 = 2. On remarque qu’'effectivement, la varia-
tion moyenne résiduelle (estimation correcte de ¢°) est égale & la variance (commune)
correcte échantillon. La réalisation de F vaut f = vw’/v.’ = 21. La distribution de la
variable F avec 2 et 15 degrés de liberté fournit la valeur § = 3,68 pour 2 = 0,05, c’est:

(®) La minuscule ¢ est Ia réalisation du terme correctif C = Y.*/n’; de meme pour

$ ,s ,.., réalisations de S , 8 ,...
2 i T t
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a-dire, pour que P{D.|H.} = 0,95. Par conséquent, on est amené & prendre la décision
D : rejeter H. en faveur de Hs. Les tables de distribution de F ne permettent pas de cal-
culer P{F > 21}{. Mais on a, d’aprés les tables de la fonction béta incompléte (Pearson,
1956), P{F > 21} = L.(15/2, 1), o0 x = 15/57 = 0,263157 et par conséquent, P{F > 21}
=45 .10-".

Considérons un second exemple numérique étroitement lié au précédent : les don-
nées relatives au traitement C sont diminuées d’une quantité fixe égale a 2,84. Cette fois

ys = 72,96 (au lieu de 90) et y: = 12,16 (au lieu de 15) ; mais il est évident que s garde
la méme valeur 2. On calcule successivement ¢ = 2199.17, B, = 44,02, s¢ = 14,02, 5. =

30, v* = 701, v* = 2 et finalement f = 3,5. Cette fois, la valeur observée pour
F (f = 3.5) est inférieure au seuil 5 % (3,68). On prend donc la décision D..

Certains auteurs ont mis en évidence (voir, par exemple, David & Johnson, 1951 et
Hack, 1958) que le test-F est « robuste » contre la non-normalité des populations étudiées.
Autrement dit, P{D,|H. } n’est pas éloigné de 0,95 (lorsque f correspond & o = 0,05)

dans certains cas de non-normalité méme trés accentuée ; d’autre part, P{D|H,} n’est
également pas fort influencé par la non-normalité. On a constaté également (voir, par
exemple, Horsnell, 1953 et Box, 1953) que Uhétéroscédasticité des populations n’a
d'importance pratique que dans le cas ot les effectifs échantillons sont différents (ce
probléeme est repris au § 1.3.).

Lorsque les effectifs échantillons sont différents, les tables 1.1 et 1.2 ne peuvent
&tre utilisées et par conséquent, il n’est pas possible d’exploiter la condition (C). L'ana-
lyse statistique n’est modifiée qu’en ce qui concerne la définition de S : on a

L=

— Y
St=2m(Yi.-Y.)=2
ni

ol n: est Peffectif de I'échantillon prélevé dans la population 7.

1.2.1.2. Observations progressives.

Les hypothéses de travail et les notations sont celles introduites au § 1.2.1.1. Rappe-

lons ici que la réponse de la j* unité expérimentale au i® traitement est Y., = w + =
+ X, olt ¥t = 0 et ot Xy, est une variable N(o, ¢). L'hypothése d’homogénéité est
Ho:w =1 = .. =1 =0,les alternatives générales étant spécifiées par les valeurs du
paramétre A = VI t.'/ko’. D, est la décision de considérer H, vrai: D est la décision

de considérer H, vrai. Dans le cas de 'expérimentation non-progressive, on fixe 1'effectif
commun r de chaque échantillon a priori de telle sorte que si P{D.|H.! = 0,95 on ait
soit P{D|H,} = 0,90, soit P{D|H,} = 0,95.

L’expérimentation progressive consiste en ’observation successive des unités expé-
rimentales. Dans le cas du test que nous exposons ici, le démarrage se fait en observant
simultanément 3 unités si k = 3.5 ou 7 et 4 unités si k = 4,6 ou 8, dans chaque popula-
tion. Aprés cette premiére étape, on prend soit la décision D., soit la décision D, soit la
décision D, de continuer I'expérimentation. Dans ce dernier cas, on fait deux observa-
tions simultanées dans chaque population ; c’est la deuxiéme étape qui se solde par D.,
D ou D., etc. (Le fait de devoir faire deux observations & chaque étape est imposé seule-
ment par la nature des tables numériques existantes ; rien n’empéche d’interpoler (gra-
phiquement) dans les tables et de ne faire qu'une seule observation & chaque étape).

L’effectif commun échantillon, & chaque étape, est une variable aléatoire que nous
notons N ; D'effectif total correspondant est N” = kN.

A chaque étape, on calcule SéN) et ST, Jes variations totale et due aux traitements,

correspondant & N. Le calcul de ces variations est en tout point analogue a celui exposé
dans le cas ol n est fixe (§1.2.1.1.). Ensuite, on calcule

GMN) = SE/(SEN - 80

Soit g™ la réalisation de G sur I'essai, au moment olt N = n. Remarquons que

-
g(") e e

n'—k

5
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ou f eét la réalisation correspondante de F. On prend la décision
D, si g <a
D si g =b
D. si a<g"<p

les nombres a et b faisant 1'objet de la table 1.4, (Cette table est un abrégé des résultats
numériques de Ray, 1956 ; la méthode elle-méme vient de Johnson, 1953). Les seuils
a et b sont tels que P{D.[H.} = 0,95 et P{DH,} = 0,95.

L’effectif commun N des échantillons étant une variable aléatoire, on peut, théori-
quement tout au rmoins, en déterminer la valeur moyenne. Des résultats numeériques de
Ray (1956), il résulte que la valeur movyenne de N est inférieure & I'effectif fixe corres-
pondant, d'une quantité égale, grosso modo, i 35 Yo de cet effectif fixe. Par exemple,
dans le cas ol il y a trois traitements (k = 3) et oll P{D. H.t = 095 et PID|A = 1} =
0,95, il faut fixer a priori le nombre d’observations 4 7 (voir table 1.2 du § 1.2.1.1.); dans
les mémes conditions, la valeur moyenne de N vaut approximativement 4.

Appliquons la méthode au premier exemple du § 1.21.1, en supposant que les
observations (table 1.3) sont dans 'ordre de leur prélevement successif. La premiére
étape est le calcul de ¢® pour les trois premitres données du tablean 1.3 gue nous avons
reproduites ci-contre. (On démarre avec 3 observations, parce que k = 3 est impair).

‘ 10 10 12 ‘ 3 ‘ 32

B I 9 13 3 33
‘ 15 15 13 3 ‘ 43

|
‘ ‘ 9 108
|
, ) , (108)
Il vient successivement ¢(") = 5 = 1296 :

58 = (10 + (10y + ... + (13)*- 1296 = 38 ;

1
s® = 162 + (33)* + (43)] - 1296 = 24,67 ;

et finalement, g = S(:)/(SS) ~s) = 1,850. Or, pour k =3 et n =3 (et A = 1 comme

dans I'exemple original), a = 0,124 et p = 4,760. On prend donc la décision D. et deux
nouvelles observations dans chaque population. Mais le prix des observations étant trés
¢levé, il y a intérét & ne prendre qu'une seule observation dans chaque population. T1
faut alors déterminer les seuils a et b par interpolation graphique ; nous verrons d’ail-
leurs, que seule 'interpolation pour b est indispensable. La deuxiéme étape est donc le
calcul de g pour les données ci-contre.

|

A 10 10 12 8 \ 4 | 40

B 11 9 13 11 4 44

c | 15 15 13 17 ‘ 4 ‘ 60
! ]
‘ 12 ‘ 144
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Il vient successivement ¢ = — = 1728 ;

(144)
2

500 =50 4 (8) + (1) + (17~ 1728 = 80 :

1
(9 = - [(40)" + (44)" + (60)] - 1728 = 56 ;

et finalement, g"' = sf:“S(;) ~S) = 2,333. 1l est évident qu'il suffit d’interpoler pour
b : on obtient b = 1.800. Et par conséquent, on prend la décision D. On arrive au méme
résultat qu’au § 1.2.1.1, mais avec 4 observations seulement, au lieu de 7. (En fait, il n’y
en avait que 6, parce que nous avions P{D|H,; = 0,90 au lieu de 0,95).

1.2.2. Hypothése d'homogénéité contre alternatives particuliéres.

L’énoncé du probléme est identique 4 celui qui fait 'objet du § 1.2.1 & cela prés que

cette fois, I’objectif est de tester H, : =1 = . = ... = 7. = 0 contre les alternatives par-
ticuligres H, : @ > t > ... » T ol au moins une égalité tombe en défaut.
Soient yi, (i = 1,2,...,k), les moyennes calculées des différents échantillons, la

moyenne y: correspondant & t:. On ordonne les moyennes y: par valeurs décroissantes
(c’est-2-dire, dans I'ordre des t: correspondants lorsque H, est vrai). Chaque fois que
deux moyennes consécutives yi, yi+: sont dans 'ordre inverse & celui de H, (c’est-a-dire
y: < y:+1) les deux échantillons correspondants sont réunis en un seul échantillon. L'opé-
ration de réunion des échantillons contigus est réalisée jusqu'au moment oll les moyennes
échantillons sont dans I'ordre de H,. Considérons un exemple (Bartholomew, 1959, I)
dont les données sont reproduites au tableau ci-contre.

k 1 | 2 3 4 ; 5
Vi 110 123 126 140 96
1 4 l_ .._4— _ * 4 4 4
y: 27,5 30,75 31,5 35 24
29,5
| 30,17
30,31

L’hypotheése H, exprime que les moyennes population sont dans Uordre pu < pe <
Ha < Me < . Les moyennes échantillons sont dans cet ordre, sauf en ce qui concerne
y: et ys. Les échantillons (5) et (4) sont d’abord réunis; ’échantillon global a pour
moyenne 29,5 inférieure 4 la moyenne de I’échantillon (3). On réunit donc (3) a (5 + 4);
ce nouvel échantillon a pour moyenne 30,17 inférieure & la moyenne de I’échantillon (2).
On réunit donc (2) &4 (5 + 4 + 3). Cette fois, ]a moyenne du nouvel échantillon (30,31)
est supérieure a la moyenne de I’échantillon (1). Par conséquent, les 5 échantillons d’ori-
gine sont rameneés a 2.

Soit I € k, le nombre d’échantillons qui subsistent aprés les opérations successives
de réunion. Si les moyennes originales y: sont dans I'ordre de H,I = k. En réalité, le
nombre d’échantillons qui subsistent aprés les opérations de réunion est une variable

aléatoire : il dépend de I'ordre des variables aléatoires X,. Nous devons donc noter ce
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nombre L. Soit d'ailleurs P:{L = [} 1a probabilité pour que, H, étant vraie, les k échan-
tillons originaux se réduisent a4 un groupe de [ échantillons. On a évidemment PLL =1}
= l/k et P4L = k} = 1/k! On démontre que, (Miles, 1959),

P{L=1}=[P _{L=I-1}+k-1)P _JL=11/k.
1 ([
PL=1}=— 5 P {L=1}P{L=0-1}.

Nous empruntons 4 Miles (1959), un extrait d’une table fournissant les valeurs de
P L =} pour différentes valeurs de [ et de k table 1.5).

I t k= 2 3 4 5 6 7 8 9

1 5000 3333 2500 2000 1667 1429 1250 111l
2 5000 5000 4383 4167 3805 3500 3241 3019
3 1667 2500 2917 3125 3222 3257 3255
4 417 8331 1181 1458 1679 1854
5 83 208 347 486 619
6 14 42 80 125
7 ;) 7 15
8 02 09

Table 1.5. 10" . B{L=1}.

Supposons donc que les k échantillons d’origine soient ramenés 4 | (une réalisation
de L). Soit G la variable définie sur le groupe I exactement de la méme maniére que F
I'a été au § 1.2.1.1. pour le groupe k. Il est évident que la distribution conditionnelle de
G (la condition étant L =1) est une distribution de Fisher-Snedecor avec (I—1) et
et (n’ — 1) degrés de liberté (0" étant I'effectif total de 1’essai). Par conséquent,

ke

P{G}g}iégﬂ{Ll’l}.P-{F(l—l,n’ﬂ‘)}‘g} ,

ol g est un nombre guelconque, par exemple la réalisation de G sur les échantillons.
Généralement, les tables de la distribution de Fisher-Snedecor ne donnent pas
P{F(I—1, w—1) > g} pour les valeurs de (I —1), (n”—1) et g observées dans la
pratique. Mais en vertu d'une remarque faite au § 1.2.1.1 on peut également écrire

.. B -1 I-1
P{G,}gr—rng«{L—l}.]mr > <
oxi = -N/[n" -1+ I-1gl.
Reprenons dans le méme ordre les deux exemples du § 1.2.1.1. Supposons tout

d’abord que I'on teste H. contre H, : e >y b, Dans ce cas, comme les moyen-

nes échantillons sont dans U'ordre de Hy, [ = k =3 et la réalisation de G est g = f = 21 .
On calcule facilement, grice aux tables de la fonction béta incompléte (Pearson, 1956) et
4 la table 1.5, la probabilité pour que G soit égal & ou dépasse 21, soit

1 15
P{G}g}:Pu{L:Z}.Lg(S T)+P3{L—3}.La(—z-,l)f]GZ.]O‘s.

On prend donc la décision D en faveur de H,.
Supposons ensuite, toujours pour le méme exemple, que I'on veuille tester Ho contre

H.: e > B, T e Cette fois, les moyennes observées y \ ef 7[* sont dans l'ordre
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opposé 2 celui de H,. On réunit donc les échantillons correspondants et 'on constitue
ainsi un nouvel échantillon (AB) d’effectif 12 et de moyenne 10,5 (inférieure 4 yc).

L’analyse de la variance, pour les deux échantillons (AB) et (C) fournit les résultats
suivants :

c = (216)°/18 = 2592 : Sy = 114 ; s, = 81 ;
s, =33, vi=5 =81 ; v:=.5'5,f‘l6 =-2,0625 ;

et finalement, ¢ = v/*/v.". = 3927, La probabilité pour G d'élre égal & ou de dépasser
g est

P{G2gt=Pi{L=2} P{F(,16)>g}+P{L=3}.P{FQ,15>¢}

| 1 15 )
= —L[8,—] 4 % |CRmy |
2 ( 2 6 ( 3 "

ot x: = 0,29 et xs = 0,16. Donc P{G>g} = 6.10-°. On prend la décision D en faveur
de H,. Si I'on confronte ce résultat avec le précédent, il faut conclure que le traitement C
se distingue des deux autres eux-mémes indistingables. :
Considérons le second exemple du § 1.2.1.1 et testons F. contre H, : B & Py 2 By
Les moyennes observées Hy_k = 10,?E =11 eL;(_ == 12,16 sont dans I'ordre de H,. La

valeur calculée de g est donc celle obtenue pour f, A savoir, 3,5. Et

P{G =35 }2‘1_,(8 %) +LL, (—111)
2 2 6 d \ 2

ou x: = 0,8205 et x: = 0,6818. Par conséquent, P{G > 3,5} = 0,0493. On est donc amené
cette fois & prendre la décision D, cest-d-dire, & rejeter H, en faveur de H,. Rappelons
que le test-I' de H. contre H, avait conduit & prendre la décision D.. On voit que le
test-G de H. contre H, rejette H. (en faveur de H,). Le caractere particulier des alterna-
tives rend le test-G plus « exigeant » en ce qui concerne H. : ceci illustre une remarque
faite au § 1.1.a.

1.3. Populations normales hétéroscédastiques. Hypothése d’homogénéité relative conire
alternatives générales.

Lorsqu’on n’a aucune raison impérative de croire que les populations étudiées sont
non-normales, mais que les variances populations sont vraisemblablement inégales et que
les effectifs échantillons sont différents, on peut, pour tester H, contre Hy, utiliser Ia
méthode suivante, due & Welch (1951). Une méthode analogue due i James (1951), a
également été proposée ; nous n’en parlerons pas : les deux méthodes n’ont pas été com-
parées systématiquement.

I.’hétérogénéité des variances populations peut étre testée de différentes maniéres.
L'une d'elles est le test - X* d@ 4 Bartlett (voir, par exemple, Hald, 1955, p. 290). Box
(1953), a montré que, dans I'ignorance oll l'on se trouve généralement quant aux fonc-
tions de distribution des populations étudiées, I'application préalable d’un test d’homo-
généité des variances peut conduire & des mécomptes plus graves encore que ceux qui
peuvent advenir si I'on s’en passe. D’aprés Box (1953), I'application d’un tel test, préala-
blement & 1'analyse de la variance ou la méthode de Welch. « is rather like putting to sea
in a rowing boat to find out whether conditions are sufficiently calm for an ocean liner
to leave port! »

Dans le cas ol les fonctions de distribution des populations étudies peuvent étre
supposées normales ou approximativement telles, on adopte Dattitude suivante :

— si les effectifs échantillons sont égaux ou presque, on applique le test-F exposé au
% 1244 .
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__ i les effectifs échantillons sont trés inégaux et si les variances populations sont

différentes, on applique la méthode de Welch (1951), exposée ci-dessous,

Soit 7: la population de toutes les réponses possibles au i® traitement (i = 1,2, ..., k).
La fonction de distribution de m. est N(jti, 0:). Soit Y+ la réponse de la j° unité expéri-
mentale ayant subi le i* traitement. On suppose, comme au §12.1.1, que Yi; = e +
X.; oit Xs; est une variable N(O, o4); (= |t + 7} est donc la moyenne de la popu-
lation m:. L’hypothése que l'on teste, Ho @ fa = 2 = ... = [k est une hypothese d’ho-
mogénéité relative (voir § 1.1.d). Les alternatives sont générales. Les variances popula-
tions étant différentes il ne peut étre question d’une estimation de la forme X(y: — yii).

i

1l faut estimer chaque variance population ¢.* au moyen de la variance échantillon
2 1 FVIRY)
lSi_—_' .?(YU*Y:.)“.

m—1

Posons
Wi = I’h/‘Szi .

au moyen de quoi on définit une moyenne pondérée (relativement & I’hétérogénéité des
variances)
W Y.
Y Wi

=
l

En suite de quoi on peut définir une variation totale (pondérée) due aux traitements
S =IW (Yi.-Y),

On définit aussi

-

) 1 ! Wi o\ °
S =X 1-
m*]( ZW‘)

i

Nous verrons plus loin comment il convient de calculer les réalisations de S: et S.
avec le maximum d’économie. On définit ensuite une variable

1 =
s
< =1
= 2(k-2)
LY g
-1

dont Welch (1951) a montré gu'elle avait une distribution d’échantillonnage approxima-
tivement de Fisher-Snedecor, avec
f1 = k -1

fa= (kK - 1)/3s0
degrés de liberté (s. est la réalisation de S. sur 'essai).

Le calcul de s: et sv est relativement simple si 1'on utilise les formules suivantes

= — =9 = —_—
Sr=2w:.y‘.+y EWl—?.yZWtyi.

L 1 wi* 2 W
se =L =+ — X - b R
ni—1 (D wa) ne—1 L Wi =1

b

dont chacun des termes s'obtient aisément si 'on aménage les calculs suivant les tableaux
16et17.
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Tr.'m' ‘ Vii ni |y ;i. ;ﬁ 1/(n.-l)|};]y2f,-_;, s Wi
i |
| | |
1 \
2
o .
1 )
n’ V.. 2 Ew
i ne—1 |
Table 1.6. Données, et calcul de w: et £ wi .
= 5 l .
Tres Wiy, Wi 1. wi /(i —1) W ‘ w /(o= 1)
{
- o " — | -
1 ' ‘
2
I | i ‘ ]
— ‘ . —2 | Wi wi
Lwiyi. | Lwiy b
| ni—1 ni—1

Table 1.7. Calcul de ?: et 5 .

L’exemple suivant est emprunté a Welch (1951). Nous 1'avons quelque peu modifié
afin d’illustrer le fait suivant: Les variances échantillons étant trés différentes le test-F
n’est pas applicable ; si malgré tout, il est appliqué, il conduit & un résultat différent

de celui auquel conduit le test-F. Il est d’ailleurs vraisemblable que la probabilité de
prendre la décision D. avec le test-F est inférieure & la probabilité de prendre la décision

D. avec le test-F, lorsque les moyennes populations sont égales.

L’exemple est relatif 4 trois populations 7, m: et ms dans lesquelles on a prélevées
des échantillons d’effectifs 20, 10, 10, de moyennes respectives 27,845, 24,1, 22,2
et variances (s:) 60,1, 6,3, 15,4 . Les données sont rassemblées au tableau 1.8.

| -y - |
T’: & i yi. | yi. 5, ' Wi 1
! | [ m—1
1 20 278454 | 7753663 6,1 | 0333 0,0526
2 10 24,1 580,810 6,3 1,587 01111
310 yr; 492,840 154 0,649 01111
|
40 |‘ 2,569 0,2748

Table 1.8. Données et calcul de w. .
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Trts [ w‘;_ | w;;. Wi W w
t | | ni—1 ' ni—1
_ ‘ _ .‘ _ 0,1109 ==
2 — e = 2,5186 —
3 | e _ ‘ . 04212 =
. | | | o
‘ 61,9267 1499,7956 | 0,2659 | 03324

Table 1.9. Calcul de ?1 et 5.

Le test-F est tout d'abord réalist. On obtient successivement ¢ = 26.005,31 ;
5.=1238,52 ; 5. =133720; v*=119262 ; p*= 36,140 ;
et finalement f = 3,3 . Or, la valeur du seuil 5 % de la distribution de Fisher-Snedecor
avec k-1 =2 et n’~k = 37 degrés de liberté est 3.255. Par conséquent, on prend la
décision D en faveur de H, .

Les variances échantillons étant trés différentes, les effectifs échantillons étant tres
différents, les populations étant supposées normales, 'on se trouve dans les conditions

d’application du test-F. Les calculs de w. , st et s sont résumés aux tableaux 1.8 et 1.9
et complétés par

v = 24,1054 ; y = 5810689 ; (X w.)° = 65998

- 6 =
et finalement s:/2 = 3,513 ; dautre part, 1 + 5 s¢ = 1,029. Donc, f = 3,35. Or, la

valeur du seuil 5 % -de la distribution de Fisher-Snedecor avec k—1=72 et
(k*=1)/3 5. = 22,56 degrés de liberté, est 3,43. Par conséquent, on prend la décision D, .

L. 4. Populations non-normales.

1.4.1. Hypothése d’homogénéité contre alternatives générales.

Soient 7 ,(i=1.2,...,k). k populations dont les fonctions de distribution sont
les fonctions Fi(x) dont les dérivées sont continues. On ne sait rien de la forme des
fonctions F: et en particulier, on ne peut pas supposer que ce sont des fonctions de
distribution normales.

Soit F(x) une fonction de distribution dont la forme analytique est inconnue. Sup-
posons que la moyenne de la population dont F(x) est 1a fonction de distribution soit I
et que son écart-type soit o . Les fonctions de distribution F: ont toutes la méme forme
analytique que F, mais différent I'une de l'autre par la valeur d'un parametre de
position. On a :

Fi(x) = F(x—vi) .

ol v: représente 1'effet du /° traitement. La valeur moyenne de la population dont F.
est la fonction de distribution est u + vi. Donc, plus v; est grand, plus la moyenne
du 7 traitement est élevée. D’autre part, on suppose que l'effet d’un traitement ne se
manifeste que sur la position de la fonction de distribution. Cela signifie, par exemple,
quun traitement n'est en aucune maniére caractérisé par une valeur de dispersion.
Toutes les fonctions de distribution F: ont le méme écart-type o .

Si vi=w = ... = v, les populations ©: sont identiques : les traitements ne se dis-
tinguent pas I'un de 1’autre. Par conséquent, I'égalité des v implique I'homogénéité des
populations et constitue I’hypothése nulle H. qu'il faut tester. Nous désignons par D,

la décision statistique de considérer H, comme 'hypothése vraie. Les alternatives i H.
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expriment qu'au moins un v; se distingue des autres. 1l v a donc (2°=1) alternatives.
Parmi elles, considérons Hi: vs = vi = .. ypoy — ) — vi—A oll A est un nombre posi-
tif. Nous supposons que

A=+ 1))oVm ,
ot m 2 1. L’hypothése H, exprime que les moyennes des traitements sont telles que
Mi=la= .. =|m.=p, '
e =p+ 4,

m étant un paramétre variable auquel I'expérimentateur peut donner n'importe quelle
valeur supérieure & un. Nous désignons par Dx la décision statistique de considérer H;
comme ’hypothése vraie.

Soit XaXi,... . Xi. Iéchantillon aléatoire prélevé dans 7, .

Suivant une notation, reprise au § 3.3, soit < Xi—X.— .. . — X > la suite ordonnée
par valeurs croissantes de toutes les variables observées,
Chaque variable X, (j=1.,2.... .n:), a dans la suite ordonnée une certaine

place, un certain rang R’.. Soit R: = 3R’ la somme des rangs des variables de I’échan-
tillon prélevé dans 7 . Posons également n’ — 2 i, Veffectif total de I’expérience.

Considérons la variable aléatoire

1 N s h.z 10 P{ H > h2 U n e 1 | h ‘ 1ICP{H>h !
] ]
2 2 2 | 457 67 5 2 1 | s00 48
3 2 2 | 4am 48 5 2 2 504 \ 56
303 1 | 514 43 5 3 1 ‘ 487 52
3 3 2 | 514 61 5 3 2 | 528 49
33 3 | s60 50 53 3 | s34 50
4 2 1 | s 57 5 4 1 ‘ 486 56
4 2 2 | 512 52 5 4 2 | 527 50
4 3 1 | sn 50 5 4 3 | 563 50
4 3 2 ‘ 540 52 5 4 4 | se2 50
4 3 3 57 50 5 s 1 | 491 53
4 4 1 496 ‘ 48 5 5 2 525 | 51
4 4 2 | s; 52 5 5 3 | 563 51
4 4 3 ‘ 558 50 5 5 4 | 564 50
4 4 4 | 569 49 5 5 5 | se6 51

Table 1.10. — Valeurs de % telles que P{H < h ‘=095,

12 Ry
H=— 3 - 3@H+1) .
Wi +1) ' om

La variable H a été proposée par Wallis et Kruskal, (1952), en remplacement de
la variable F de Fisher-Snedecor utilisable seulement dans le cas de distributions nor-
males homoscédastiques. Les propriétés du test de H. basé sur H ont été étudiées par
Andrews, (1954). La distribution d’échantillonnage, lors H, est vrai, a été ajustée récem-
ment par Wallace, (1959).

On prend la décision D, si

H<h

z
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ol /i est un nombre tel que P{D.H.} =1—a. Lorsque k = 3 et n: < 5, les valeurs de
h _telles que P{D,|H.} soit voisin de 0,95 sont fournies & la table 1.10, empruntée 3
Wallis et Kruskal (1952). Lorsque k = 3 et n: > 5, ou bien, lorsque k >

P{D.|H | =P{X <h |

3,on a

et dans ces conditions, h est le seuil % % de la distribution X, (distribution %* avec

(k—1) degrés de liberté). Par exemple, si « = 005et k =7, h = 12,6.

Supposons que I'on ait des raisons de craindre que la population . se distingue seule
des autres. Dans ce cs, l'alternative 4 H, dont il convient de tenir compte est H:. Le test
doit étre tel que Ja probabilité de prendre la décision D» si Hi est vraie, soit contrélable
et fixée & un niveau élevé. Nous avons considéré ce probléme dans le cas ol tous les
effectifs échantillons sont égaux 4 n. Il convient de fixer n & 'avance de telle sorte que
P{D:|H:} > 0,90. On démontre qu’il faut que

Ak

A (k-1)

ou A dépend de k& et est fourni & la table 1.11.

14 15 16 17

Table 1.11. — Valeurs de ) correspondant a différentes valeurs de k et telles

que P{Di|H:} > 0,90, lorsque & = 0,095.

Dans I'exemple qui suit, le calcul de H n'est pas géné par la présence d’observations
égales dans la suite ordonnée < X, — X — ... X, >. Si cette circonstance survient, on
remplace le rang de chaque observation double (ou triple, ou quadruple, etc.) par la
moyenne de leurs rangs.

| |
1°7 trait. 2 trait. ‘ 3° trait. ‘ 4" trait.
S ——— . N | R
| | | | |
| obs. | rangs |‘ obs. | rangs | obs. | rangs ‘ obs. | rangs |
- | T \ T R
2 i ‘g1,95 2 ‘—1,9 ’ 3 ‘ 1 | 13 ‘
08 4 |—o07 5 |—05 ‘ 6 ‘ 1,5‘ 14
0 7 0.1 g | 02 9 22 18
03 10 ‘ 0,4 11 ‘ 05 | 12 ‘ 25 19
20 15| 21 |16 2,15‘ 17 3 ‘ 20
| | | i
T | | .w
R, 37 ‘ 42 47 84 | 210
| |
| | | |
R/ 1369 ‘ 1764 ’ ’ 2209 7056
| |
Ré/n 274 | 353 J ’ 442 1411 | 2480
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Supposons qu'un expérimentateur doive comparer quatre traitements. Il ne peut
supposer que les populations des réponses sont normales ; mais 1'expérience lui enseigne
que les populations ne différent que par la valeur d'un paramétre central, la moyenne
ou la médiane. L'un des traitements, le 4° par exemple, est suspecté d’avoir une valeur
contrale supérieure & celle des trois autres ; il convient que P{Ds|A = 2} > 0,90. Pour
satisfaire & cette condition il faut prendre (jv étant voisin de zéro et o voisin de 1)

Ak 14. 4

4(k-1) 4.3

observations dans chaque population. Si les quatre {raitements sont identiques, il convient
que P{Do|Ho} = 0,95. Par conséquent, on prend la décision D. si k < 7,81. Les données
sont reproduites au tableau ci-contre.

La somme des rangs (210) est indiquée au tableau comme vérification. Il faut en
n(n + 1) 20 X 21
IR = -
2 2

On indique aussi £ R:*/n = 2480 et on calcule ensuite la valeur observée de H, soit

12.2480
h=——— =321 28
20021

On est donc amené & ne pas prendre la décision D.. Et comme le 4° échantillon
présente 'anomalie a laquelle on s’attendait de sa part, on prend la décision Du; on a
P{Du|Hi} > 0,90,

1.4.2. Hypothése d’homogénéité contre alternatives particuliéres.

Soient mi, (i = 1,2, ..., k), k populations dont les fonctions de distribution F:(x)
inconnues sont non-normales, mais admettent des dérivées continues. On désire tester
I’hypothése d’homogénéité H. : F: = F: = ... = F: contre les alternatives particuliéres
H, : Fi> F.> ... > Fr. Le test que nous exposons est une généralisation, proposée par
Jonckheere, (1954), du test basé sur le coefficient des rangs de Kendall.

11 importe de bien comprendre le sens des alternatives H,. Considérons deux popula-
tions seulement m: et m dont les fonctions de distribution sont F: et Fe. Soit également
%, la variable aléatoire dont les valeurs possibles constituent la population m. et soit X:
la variable aléatoire dont les valeurs possibles constituent la population m.. Lorsque
F: = Fs, la probabilité pour que X soit supérieure {ou inférieure) & X. vaut exactement 4.
Par contre, si F: > Fo, P{Xo > Xet <t etsiFa< P, PIXa> X} > 1 Si o> F, on a
aussi que vi < va, wi et ve étant respectivement les médianes des populations m: et m:; si
Fi < F2, Vi > Vs,

Généralisant ce qui précede, appelons X. la variable aléatoire dont les valeurs possi-
bles constituent la population . Et soit N:s la variable aléatoire représentant le nombre
de fois que X: < X;. La variable aléatoire sur laquelle le test de H, est basé est

S=2E2Ni; —Eme 5
[ [

ol ni el ny sont respectivement les effectifs des échantillons prélevés dans w: et ;. Con-
sidérons un exemple simple qui permet d’illustrer le calcul d’une réalisation s de S. Nous
avons reproduit an tableau ci-contre les observations prélevées dans trois populations s,
m: et 74 ; nous les avons ordonnées par valeurs croissantes.

T s Ty
1 3 5
4 6 8
9 11 13
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I ——— e

Dans cet exemple, . = m = 5, = 3. La deuxiéme somme intervenant au second
membre de § vaut donc

_Ei;mm=mm+n]m+mm:27 .
L =

De méme, la premitre somme vaut

2 ?::{E, Hij = 2 (mz + Hus + st) N

ol 71 est le nombre de fois qu'une observation de m est inférieure a une observation
de T2, nu et 1w étant définis de la méme maniére. Par conséquent, p: = 3 + 2 + 1 = 6,
Rla:3+3+1:7etn25:3+2+1:S.DOHCZ ZZn; =38ets = 11,
‘ i<

Lorsque H, est vrai, la variable X, n’a pas plus de chance de dépasser la variable X;
que de lui étre inférieure. Par conséquent, la valeur moyenne de N, i, lorsque H., est vrai,
est nuinif2 et la valeur moyenne de S vaut zéro. Par contre, lorsque H, est vrai, Ni; a
tendance & prendre des valeurs supérieures 4 ni n,;/2 et § a donc tendance 3 prendre des
valeurs positives. La valeur maximum de S est 22 n. n;. Les grandes valeurs de S sont

i<y
donc significatives d'un écart par rapport & H. en faveur de H,.
Posons
1 ,
gt = T " 2r +3)-Zni@2n + N .
ol n' = Zni; si tous les effectifs échantillons sont égaux A n, ona n’ = kn et

1
O = k=D [ 2n(k+ 1) + 3]

Soit D la décision statistique de considérer H, comme vraje et soit D, la décision
statistique de considérer H, comme vraje. La regle que nous donnons ci-dessous est
telle que P{ D, |H. } > 0,95. Les nombres du tableau 1.12 permettent de I’appliquer
dans le cas o0 tous les effectifs échantillons sont égaux (< 10) et ot k < 6. On prend
la décision D. si 5 est inférieur au nombre de la table 1.12 correspondant & n et 4 k;
on prend la décision D, si s Tui est supérieur ou égal. Pour les configurations d’effectifs
qui ne sont pas prévues i la table 1.12, on prend la décision D, si ¢ < 1,640 et la
décision D, si 5 > 1,64 7, oll ¢ est la racine carrée positive de o* .

L
3 4 5 6
% |
2 10° 14° 20° 26°
3 17 26° 340 43
4 24° 38° 49 65
5 33° 49 69 90
6 41 64 90 118
7 51 80 113 149
8 | & 97 138 173
9 74 116 164 216
10 | 86 136 192 253

Table 1.12. Seuils de signification 5 %, pour le test - §. Les nombres marqués
de (°) sont empruntés 4 Jonckheere (1954) ; les autres sont obtenus grice A 1'approxi-
mation normale indiquée par cet auteur qui fait en outre remarquer que 'approximation
est pratiquement trés bonne méme dans les cas extrémes ol les effectifs sont trés
différents.

40



Appllquons la méthode 2 un exemple emprunté a Jonckheere (1954) ; les données
sont rassemblées au tableau 1.13. Les quatre populations

[ f
‘ Tt ‘ Ttz ‘ TCa ‘ TCs
| ‘ T | ‘ o
‘ 19 | 21 ‘ 40 49
20 61 ‘ 99 110
‘ 60 ‘ 80 100 151
L1130 | 129 L 149 160
|
, , : e
xi. ‘ 229 201 388 470
. ‘ 5725 7275 | 97 117,50
5 2037,69 ‘ 150819 14915 191925

Table 1.13. Données de I'exemple.

m, 7, m et T ont des fonctions de distribution non-normales. Les échantillons ont
tous le méme effectif n = 4. Les variances échantillons sont fort différentes. Nous
sommes donc dans les conditions d’application des méthodes indépendantes de I’hypo-
these de normalité : soit le test - H (§ 1.4.1), soit le test - S. Le choix entre les deux
tests s'établit sur la base des alternatives a I’hypothése d’homogénéité: si I'on teste
H., contre Hy . on utilise le test - H; si ’on teste H. contre H, , on utilise le test - S.
A titre d’illustration, nous appliquons aux données de la table 1.13 successivernent le
test - F (seulement valable si I'on suppose la normalité des populations), le test - H
et le test - S.

Le test - F (voir § 1.2.1.1) conduit & la valeur observée f=1216; or, le seuil
59 de la distribution de Fisher-Snedecor avec 3 et 12 degrés de liberté est 349. On
prend donc la déeision D, (contre la décision D).

Le test - H (voir § 1.4.1) conduit & la valeur observée h = 3,73; or, le seuil 5 %,
de la distribution de Fisher-Snedecor avec 3 et 12 degrés de liberté est 3,49. On prend
donc la décision D. (contre la décision Dy).

Les réalisations de la variable aléatoire Ni; sont nu= 11, ns =12, nu =13,
ns =11, nu =12, et naa = 12 ; donc s = 46 . Or, le seuil 5 %, correspondant & n = 4
et k = 4 (voir table 1.12) est 38. On prend donec la décision D, (contre la décision D.).
On reiette 'hypothése d’homogénéité en faveur de l'alternative Hp: Fi > Fe > F:>F.
Autrement dit, on rejette I'hypothese d’égalité des médianes contre l'aternative vi <l v
< va < ve: mais il est bien entendu que le test - S est relatif 4 ’hypothése H. d’homo-
généité totale ; la formulation des conclusions en termes de méedianes n'est qu'un aspect
de la question : si ’on avait pris la décision D, , cela aurait signifié que I'on acceptait
I’hypothése que les quatre populations sont en tout point identiques (et pas seulement
de médianes égales).

Comme Vexemple 1.2.2., celui-ci illustre la méme remarque faite au § 1.1.a sur la
plus grande efficacité d'un test de H, contre H, .
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