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MEDIANE ET METHODES MULTICRITERES ORDINALES

Marc ROUBENS
Faculté polytechnique de Mons

Abstract : The link between the median ranking method and some classical
multiple critera decision making procedures is shown. One way of coding the
pseudo-preference and the incomparability is also expressed.

1. Introduction

En 1959, KEMENY [1] ]propose de résumer une famille (B, Byres + sBys +++ 5By)
de préordres totaux d'un ensemble fini X : {a,b,c,...} par une solution, dans
l'ensemble des préordres totaumde X, de

MIN © d(B,B,)
Bok

ot B est un préordre et d la distance de la différence symétrique,
d(A,B) = [AaB] = |AuB| - |anB|. Un préordre optimal est appelé préordre médian
ou médiane.

Dans les nombreuses études sur l'agrégation des opinions, le préordre
médian joue un réle central et ses liens avec la procédure Condorcet sont bien
connus [2], [3] , [9].

Jusqu'en 1978, aucun algorithme efficace n'a été proposé en vue de
calculer une médiane relative A la famille (B), Boy+++ 5B) (cf£.[3] 4.4.1 pour
les ordres médians).

A cette date, MARCOTORCHINO et MICHAUD comblent partiellement cette
lacune en proposant une solution heuristiquel13] qui, depuis, n'a pas été
fondamentalement améliorée. Cette méthode repose sur la recherche de la solu-
tion du dual d'un Programme linéaire (alors que le probléme de base est un
probléme de programmation booléenne).
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Dans les problémes d'aide 4 la décision multicritére, les préordres

totaux correspondent 4 des classements d'actions pour chacun des K critéres.

Si le poids PR de chaque critére k est connu, il est intéressant de rechercher

un préordre total B, exprimant un jugement global, solution de

MIN © Py d(B,B. .
B k x

On retrouve en fait cette préoccupation dans la méthode des permutations

successives de JACQUET-LAGREZE décrite dans [5]. PAELINCK s'est inspiré de

cette derniére méthode pour proposer, dans QUALIFLEX [14] de déterminer un

ordre médian associé 4 chaque systéme de poids {Py}> compatible avec un

préordre total sur l'ensemble des critéres.

Nous nous proposons de montrer les liens étroits existant entre

différentes méthodes d'agrégation des préférences et la recherche d'une médiane

d'un ensemble de préordres totaux. Nous suggérons en outre un codage de la

préférence faible et de l‘incomparabilité 4 l'aide d'une logique 4 3 valeurs

(-1,0,1) qui respecte certains axiomes et permet d'étendre les notions introdui-

tes aux cas des pseudo-ordres et des structures partielles.

Pour une excellente synthése des méthodes relatives 4 l‘ajustement et au

résumé de données relationnelles ainsi qu'aux p:océdures de recherche d'une

médiane, nous renvoyons 4 BARTHELEMY et MONJARDET [3], [4].

2. Distance, adhésion et score

On suppose que les données brutes d'une analyse multicritére sont présen-

tées sous forme d'échelles ou de notes Nik (note de l'action i pour le critére

k, note de L'objet i pour le jugement k,...), i€X, k€{1,...,K} et on leur associe

K tableaux d'opinion en (0,1), uk, tels que

M.. = 1 sin, n
ig ik wv jk?

0 sinon
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Les relations associées 4 ces tableaux d'opinion sont des préordres

totaux BL = (Pst) oti P, représente la partie antisymétrique et I, la partie
k

symétrique de BL- On note (a I a,Va)

gk k
a PL b ssi Moy! et My470

«: ogg k
l a 1. b ssi Myo! et M7!

Soit B = (P,I) un préordre total défini par le tableau M tel que

¢ .
| aP b ssi Mao! et Moo 0
é

| i = =(a 1b ssi Mop let Moon!

Pour contréler que B est un préordre total, il faut vérifier les

conditions

> 1 (relation totale) ,Va,beXMapMba

M M_. < 1 (relation transitive) Wa,b,ceX.
abbe ac

On définit la distance de la différence symétrique entre B et By comme

i4(B,B,) = F/M;5-H
ij

Si on introduit les matrices ww dont les éléments sont définis par

wt. = omk.-1, on a
aj aj

r . ok ok
a PB b ssi Maytl et Mano!

2 ok yk
a q, b ssi Mayo My.

En définissant de méme M. .=2M..
1J aj

 

k 1 =d(B,B,) = £ 2|M..-M..| => 5 2|M..-M - Me. qa)k i i ij ij Ba ij i ij

ke =
= LIM.DEM. M.. (2)
ig Ugg Wo

k k=D IM..4#2 2M.,-20 2 Me. M.. (3)
Ly ED 4 ij a5 ij “ij
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La part de la paire (a,b) 4 1'éloignement de BL a B vaut

aPb alb aPb

 

 
Dans le cas ou BL. sont des ordres totaux et B un ordre total "global"

.
1

(LIM. Mo. =
. i jz M, ;) représente L'adhéston de Be aB, [5]

j

En bref, la part de 1'adhésion pour le couple (a,b) vaut
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Partant d'ordres totaux BL=Pys pondérés par les poids Pes L'adhéstion

générale & un ordre total B=P est donnée par

BB LE my Mes] My = [2p wm.
iq ik MU gg kg KH 4

Une notion fort proche de l'adhésion générale est définie dans le cas

ou B. représentent des préordres totaux (51) et B un ordre total P par

PAELINCK sous le nom de "ranking score"[14]. Il propose de considérer le

score de la paire (a,b) comme
kos k = es oieMy M + Mo Mo » clest-a-dire

 

 

On appelle done adhésion générale ou score global des préordres totaux

B, 2 (Pot) pondérés par P. a l'ordre total P, 1'expression

rE (tp we M,.
ae te j j
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3. Méthode de permutations successives de Jacquet-Lagreze

Partant de K relations d'ordre pondérées par les poids Pio JACQUET-
LAGREZE propose d'agréger ces relations d'ordre en une relation d'ordre globale
en considérant toutes les relations d'ordre de X (les permutations de tous
les objets de X) et en calculant pour chacune d'entre elles, 1l'adhésion
générale. On retient l'ordre total global P (pas nécessairement unique) qui
maximise l'adhésion générale.

On constate qu'il s'agit en fait de résoudre le probléme de la
recherche de L'ordre médian relatif aux ordres totaux (PyyeeeyPL)- En effet,
en vertu de la relation (1)

MIN Zp, d(P,P,) ++ MAX EE [E py MEM,
Pook Me ijk wy

Pour résoudre le probléme posé par JACQUET-LAGREZE, il suffit de

résoudre le programme linéaire en variables booléennes

MAX TELE i HE] M.ze jMig id ik

M.. €{0,1}
ij

BstMa g = 1,Vi ¢jex (relation compléte et antisymétrique)

Ba <1, Vi,j,kex (relation transitive)
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4. Méthode quakiflex de Paekinck

On suppose connu n préordre total sur l'ensemble des critéres qui
permet de considérer les systémes de poids compatibles avec ce préordre,
c'est-a-dire un systéme {p,} tel que

Zp,ek

Pe2 Pray o KetyscesKet,

si les critéres sont rangés selon 1'ordre décroissant des importances.

Pour chaque systéme de poids compatibles, PAELINCK propose de
déterminer un ordre total présentant le score global le plus important.

 Comme 5 5 M,, = N(N+1)
a ae | 2
-

d'un ordre total’p), on a, en vertu de (3),

> si N = card.X (M est la matrice d'opinion

MIN £ P. d(P,BY) ++ MAX IE [E Py gl {jou M, représentent les matrices d'opinionPook M.. ij k ‘ * inneordres ij données et M est la matrice d'opi
totaux nion relative 4 l'ordre total

cherché

Ce probléme est équivalent 4 la résolution du programme booléen

k(PBI) : MAX EE IZ PMD M..
Mj ij k yo 4)
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PAELINCK résout ces problémes par énumération explicite, en balayant

l'espace des poids compatibles avec le préordre total établi sur les critéres.

Il montre [l4] que ce balayage peut étre discrétisé en recherchant les ordres

médians correspondant aux K systémes de poids :

Py Be Bg SES By

1 0 0 0

1 1
z z 0 0

4 1 1

3 3 a °

1 1 1 1
K K K K

A partir de ces points, de nouveaux points (dont les coordonnées sont

des combinaisons linéaires des précédents)sont 4 explorer ou non selon que L'on

obtient ou non des ordres médians différents en les points initiaux.

On peut reprocher 4 cette méthode de négliger les préordres ou les

quasi-ordres totaux. Des aménagements mineurs permettent cependant de

pallier cet inconvénient.

En effet, si on souhaite déterminer un préordre médian, il suffit de

résoudre le programme booléen

j
(pB2) : MAX EE [Z p. HS. M..

2 k ij L
ij k

Mey MG 2 Vitjex

Mes MyM 1, Vi,i,kexik §

M.. e{0,1}, Wi, jex

28



Si l'on souhaite obtenir un quasi-ordre médian, la seconde contrainte

est remplacée par les contraintes (cf.[15]).

4, Wi,j,k,lex (PIPCP)W
ASi) Oye th PA

A. +A. +5848 5, Wi,j,k,leX (P2912 =¢)iy jk 7PKL? Pa W
A

" = 1si S=M+M' (M' transposée de M) et A M'.

5. Méthodes de recherche de prtordres totaux

La recherche d'une médiane relative a un ensemble de préordres totaux

a été présentéa de nombreuses reprises comme un probléme de programmation

en variables 0-1, notamment par DE CANI [8], BOWMAN et COLANTONI [6],

HUBERT et SCHULTZ [10]. Des techniques " Branch-and-Bound" adaptées A la

structure particuliére du probléme sont proposées par COOK et SAIPE [7],

LEMAIRE [12] , ARMSTRONG et COOK [1].

MICHAUD et MARCOTORCHINO [13]utilisent le dual du programme linéaire

construit a partir de programmes booléens en relaxant les contraintes M, ,£{0,1}

au profit de contraintes(0 S60:

De nombreux essais effectués notamment sur des programmes proches de

(PB1) montrent que la solution obtenue est du type zéro-un. On peut cependant

mettre en doute le caractére d'unimodularité de la matrice des contraintes asso-

ciées au dual et il faut dés lors considérer cette méthode comme une heuristique.

En outre, comme on l'a déja signalé par ailleurs[4], cette technique ne livre

qu'une seule solution et l'on sait que le classement médian n'est pas nécessai-

rement unique.
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6. Codage de La préfenence faible et de L' incompanabilite

Lors de la recherche de préordres médians, deux codages ont été proposés :

aP(P,)b ssi M Ot) = 1, Mi Oh) = 0

al (Ib ssi May “ap? = tig Maa) = f

ap(P,)b ssi MH) = 1, HG) = -1

> gkyly o ek!al(I,)b ssi Miya? = te Mop

Dans la suite, on notera briévement les codifications P : (1,0) ou

(1,71) et IT: (1,1).

Ces codages conduisent 4 la définition de

k —

a(B,B,) = 55 [M.- MS.| =Loc |a.- |
k me ij ij 2°33 ij iy

Ae ig Jj

Si on souhaite étendre les résultats obtenus aux cas des relations

partielles par l'introduction de 1'incomparabilité R (voirll7]) et des

pseudo-ordres par l'adjonction d'une préférence faible Q (voirll8]), on est

confronté au codage de Q et R.

En notant d(B,B,) wich apy IN; 5- we. |, on recherche une matrice d'opinion
23 j ij

N basée sur une logique a 3 valeurs (1,0,-1) telle que

(Map = Nop * Ma = Noa si aPb ou alb

et que la contribution de la paire (a,b) A 1'éloignement de B. a B(défini par
=eely sy tig oF . z weet 3 ‘ea 2 [Nay Nip! tog [Na Nj|)» Satisfasse aux axiomes définis plus loin.
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Considérons le tableau symétrique des contributions de la paire (a,b)

a l'éloignement de BL. 2 B dans les différents cas de figure (1'indice ab est omis):

 

 

   
 

aPb aPb aQb aQb alb aRb

aP,b 0 2 e(P,,Q) e(P,Q) 1 e(P,R)

aPyb 0 e (P,Q) e@ 1 e @R)

aQ,b 0 e(Q,Q) e(QT)  e(Q,R)

aQ,b ° eQD eR)

al,b 0 e(1,R)

ab 0

[1 semble naturel d'introduire les axiomes suivants relatifs 4 Q et

Ri:

Wat) e(P,Q) e(P, Q)

a2) e(P,Q) = e(P, Q)

a3) (P,P) > e(P, 0) > e(Q,0)

a4) e(P, 1)> e(Q.D

a5) e(P,R) > e(Q,R)

Partant de P(P,) + (1,71) > PO) 2 (-1,1)

1d): 4,1)
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on recherche parmi les codifications possibles pour QQ.) : (1,0) ou
(0,1),(-1,0), (0,-1) et R(R) + (0,0) ou (-1,-1) celle(s) qui satisfait (ont)
aux axiomes al) & a5).

On montre le résultat suivant

Si PCP.) : (1,-1) et (I) : (1,1), le seul codage qui satisfasse les
axiomes a1) & a5) est donné par

QQ) : (1,0), R(R,) : (0,0)

Il en découle que e(P.1) e(P_R)

e(Q. 1) (QR)

En effet :

a) parmi les 4 codages de ara.) + (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1) seul (1,0)
satisfait aux axiomes al) A a4).

Q(Q,.) : (0,1) est tel que RQ) : (1,0) et a3) est violé car

e(P,Q) < e(Q.Q), (1/2 < 1).

QQ.)  (-1,0) viole également 1'axiome a3).

Q(Q.) : (0,-1) viole 1'axiome a4) car e(PD < en,<2),

b) aprés avoir retenu QQ.) : (1,0), considérons R(R,) > (ysy), yef{(0,-1)}.
Seul, le codage (0,0) satisfait a5). En effet si R(R,) : (-1,-1), 1'axiome
a5) est violé car e (QR) > e(P.R), (3/2 > 1).
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En résumé, le codage

Nab Nba

aPb 1 oi

aPb -1 1

aQb 1 0

aQb 0 1

alb 1 1

aRb 0 0

conduit aux contributions suivantes : e

 

 

ab

aPb aPb aQb aQb alb aRb

aP,b 0 2 1/2 3/2 1 1

aPyb 0 3/2 1/2 1 1

aQ.b 0 1 1/2 1/2

aQ,b 0 1/2 1/2

al,b 0 1

aRb 0   
 

Il est intéressant de noter que si on retient la codification P : (1,0),

I: (1,1), le codage équivalent 4 celui qui vient d'étre défini vaut Q:
1

(1, 5), R: ¢ > ». Il conduit aux mémes contributions.
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