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Les principaux résultats de cette note ont été exposés par l’auteur a4 latroisiéme journée de travail du groupe EURO sur l’aide 4 la décision multicri-tére le 5 mars 1976 8 la V.UsBe & Bruxelles,

1, Introduction,

Considérons un probléme multicritére linéaire dont les objectifs sont demaximiser les fonctions linéaires fie fos esie's i sur un ensemble convexe D deR".

Classiquement, On Suppose qu’il existe un décideur unique dont l'objectifest de maximiser une fonction p , FO) od les coefficients positifs s sont
& déterminer, Fort de cette Hipethiew, on se contente alors de rechercher une
solution idéale sur la frontiére!1) de D. Lorsque les différents objectifs sont
relatifs & plusieurs décideurs, pareille hypothése peut ne pas 8tre vérifiée (B).M@me dans le cas d'un seul décideur soumis & des objectifs trop "contradictoires",cette hypothése peut ne plus &tre valable. En effet, il peut arriver que les
objectifs soient tellement “contradictoires” gue l'ensemble des solutions effi-caces soit l'ensemble D tout entier !

(1) Il s'agit plus précisément de la “fronti@re relative” ou marge.
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2. Definitions et notations.

Soient fas (1 = 1,2, eee, p), p fonctions de n variables réelles.

On considére un probléme multicritére dont les objectifs sont de maximiser

les fonctions fis (1 = 1, 2, oo» PJ» Sur UN ensemble convexe D de R", Un point

xy de D est dit efficace (ou non dominé) pour ce probléme s'il n'existe aucun

point x’ de D tel que F007) z FO) pour chaque indice i et F000) > F(x,

pour un indice i au moins.

Les objectifs "maximiser fs (i = 1, 2, ese, p)" sont appelés discordants

sur un ensemble convexe D si tout point de D est efficace pour le probléme mul-

q)
ticritére dont les objectifs sont de maximiser les f, sur D . Des objectifs

non discordants sur D sont dits concordants sur D.

Les objectifs "maximiser fie (i = 1, 2, ses, p)" sont dits discordants

s'ils sont discordants sur tout ensemble convexe D de Rr,

Exemple. Les objectifs "maximiser xy"s "maximiser x" et "maximiser “xy “x2”

sont discordants, puisqu’ils sont manifestement discordants sur tout ensemble

convexe de R.

Les objectifs "maximiser x," et "maximiser x," sont visiblement discordants

2
sur l*ensemble {04 6x5) x + XQ" ihe x, 2 0, x, 2 O} de R.

2

Nous noterons la l'enveloppe linéaire d'une partie A de Rr", c’est-a-dire la

plus petite variété affine contenant A. Le sous-espace vectoriel de R” translaté

de 1, sera noté Ya. Enfin, un segment de R” qui contient ses extrémités a et b

sera noté (a,b)o

3, Objectifs Linéaines discondants et sous~espaces vectoniels,

Théoréme 1. Sotent f,, fo» cows tspifonations linéaires de n vartables1.

réelles. Les objectifs "maximtser fy (i = 1, 2, eee, p)"sont disecordants sur

un ensemble convere 0 de R" st et seulement st l'ensemble

p
T= NM {ER | #00 2 0} “Dd

isl
. n . .

est un sous-espace vectoriel de R 3 en ce cas, I ntest d'atlleurs rien d'autre

ue L'espace vectorielq P'

 

(1) On supposera p > 1 pour éviter qu'un seul critére puisse 8tre discordant sur

un ensemble D (par exemple lorsque D se réduit a un singleton).
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Pp

tan, ia%b
isl

ou N, est le noyau de fps

Preuve. Supposons d’abord que les objectifs soient discordants et montrons

5 n
que I est un sous~espace vectoriel de R.

D’abord, I est un c&ne convexe de sommet O comme intersection de tels c6nes.

De plus, I est symétrique. En effet, si tel n'est pas le cas, il existe un point

u de I tel que -u n'appartienne pas & I. Comme u appartient a Yb, il existe un

point X de D et un réel strictement positif A tels que

(x_ - Au, x_ + Au) Cc De
a oO

Puisque -Au appartient a ‘D sans appartenir @ I, il existe un indice i au moins

tel que Fi (-du) < 0; soit j cet indice. La linéarité de a livre fu) > 0, d'ou

#.(x_ + Au) > #,(x_). Pour les autres indices, les relations #,(x_ + Au) = f(x)
jo jo 1:0. i-“o

+ AF, (u) et #.(u) 2 O conduisent & f,(x_ + Au) 2 f,(x_}. On en déduit que x_ n’est
i i ivo io o

pas efficace, ce qui est absurde.

4 ‘ - n
Réciproquement, supposons que I soit un sous-espace vectoriel de R- et mon-

trons que les objectifs sont discordants sur D.

Soit X, un point quelconque de DU. Si Xe n'est pas efficace, il existe un

point x’ de D tel que F007) 3 f,0) pour tout indice i et F500) > F(x) pour

un indice i au moins. Soit j un indice tel que F, (ahd > Fy Otg)s Les inégalités

Fe" ai x,) > O et FO? - x,) % O montrent que x’ - Xe appartient 4 I. Par contre,

l'inégalité 4 h%e, - x') < 0 montre que X57 x’ n'appartient pas 4 I, ce qui contre-

dit le caractére symétrique de I.

Pour la derniére partie de 1'énoncé, on observera que le caractére symétrique

de I permet d’affirmer que ti) = 0 pour tout i et pour tout y de I. Inversement,

si y est un point de “b tel que fy) = Q pour tout i, il est clair que y appar-

tient a I.

Théoréme 2. Sotent fy, fgy emus f, p fonetions linéaires de n variables2

réelles. Les objectifs "maximtser Fhe (4 = 1, 2, «es, p)" sont discordants sur

no. 5
un ensemble convere 0D de R" st et seulement si aucun des systémes

as



yx) > 0 (726 > oO ( > 0

Ss 8 2 0 (iv), Sy se 3 0 #2), ase, 8 a, Gal 2 O (ixp)

x € “D x @ “D x € ‘D

n'admet de solutton.

Preuve. Si les objectifs sont discordants et si S,, par exemple, admet

une solution xe celle-ci appartient A I= {x € R” | #60 2 0}. YD sans

faire partie de in Ng) a Yo, ce qui est absurde en vertu du théoréme 1.

Pour la réciproque, si aucun des systémes S n'admet de solution et si

les objectifs ne sont pas discordants sur D, I n'est pas un sousespace vecm

toriel, donc il différe du sous~-espace on NO n Yb, il existe donc un indice

i et un élément x de I tels que F,G0 > O, ce qui est absurde.

Remarque. La discordance d'objectifs linéaires sur un convexe D est liée

& la nature du sous-espace Yo et non & la forme particuliére de D au sein de 1p,

En effet, st des objectifs linéatres fy sont discordants sur un ensemble convexe

D, tls le sont également sur tout convexe E tel que Ye = “D (en particulier sur

“D Lut-mame) et, mieux méme, sur tout convene F tel que YF sott un sous-espace

vectortel de “b, Cette proposition est une conséquence immédiate du théoréme 1

(ou m@me du théoréme 2).

En corollaire, on peut affirmer que 2'étude de la discordance d'objectifs

linéaires sur les conveses de R" se raméne ad l'étude de la discordance de ces

a : n
objectifs sur les seuls sous-espaces vectortels de R .

Le théoréme suivant découle de la remarque précédente :

Théoréme 3. Sotent Fie For ween f, p fonetions linéatres de n variables2

réelles. Les objectifs "maximiser fy (i = 1, 2, «+s, p)" sont discordants st

et seulement st L'ensemble

p
r= A {x eR” | #,00 2 0}

2 1
i=l

. n . :

est un sous-espace vectoriel de RK’, ou encore si et seulement st aucun des

systémes

f(x) > o fix) > Oo f (x) > G

S | 1 ,S8 “ an none S j e
1 2 Pp

| #,00 2 0 (i¥l) | Fy 60 2 O (i#2) L+,00 2 0 (iAp)
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n'admet de solutions,

4. Obfectifs Lindaines discondants et multiplicatewrs .

Théoréme 4, Sotent CysXs Coes cone Cake p fonetions linéatres de n varta-bles réelles Kye Xoe wees x,
Les objectifs “maximiser Cyex, CL = 1, 2, 204, p)" sont discordants si et seule-ment e'tl existe p réels A, Strictement positifs tels que Tic, = 0,

Le théoréme découle Presque immédiatement des deux théorémes suivants qu'onpourra trouver dans [F] et dans [V] :

a) Un point X, intérieur 4 un ensemble D est efficace pour le problaéme
multicritére de maximisation des fonctions c,+x sur D si et seulement s’il existep réels ame strictement positifs tels que TALC, = 0.

b) Soit x, un point d'un ensemble D of la fonction TAjoy0x Ory réels stric-
tement positifs arbitrairement choisis) atteint son maximum sur D, Alors Xy est
un point efficace Pour le probléme multicritére de maximisation des fonctions
C,ox sur D,

Preuve du théoréme. Si les objectifs sont discordants, ils sont aussi dis-
cordants sur R" de sorte que tout point de R" est efficace. En vertu de a), on
peut trouver p réels ay > 0 tels que TAey = 0.

Réciproquement, s'il existe des réels aK > O tels que EAL ey = 0, on a aussi
BA, Cyox =O et, en vertu de b), tout point de R" est efficace,

Le théoréme 4 peut 6tre généralisé de la maniére suivante :

Théoréme 5. Sott D un ensemble convexe et Yar i= 1, 2, oo, q, des vecteursformant une base du Sous-espace vectoriel supplémentatre de “D. Les objectifs"maximiser Chex, (i= 1, 2, oo, p)” sont discordants sur D st et seulement s'ilextste p réels strictement posttifs A, et q réels queleonques u, tels que

p q
LoA.c, + Fopv so,iny id kel KK

Preuve. Supposons d'abord que les objectifs soient discordants sur 0. En
vertu du théoréme 1, l'ensemble

47



T= {x ER" | ox 0} Yo

est un sous-espace vectoriel de R", Comme I peut encore s’écrire

T= [x € R"o,-x 2 OIMIMx € R|vyex 2 ONALMx € R"Ivyox € ON,

le théoréme 3 permet d’affirmer que les objectifs maximiser GyeXs maximiser

v, «x, maximiser (-v,.x) sont discordants sur R", Il reste alors 4 faire appel
k k

au théoréme 4 pour obtenir une relation

"yo pyTA So, + uv, Turvy =O,

avec les Aue Vee Be strictement positifs, ou encore

TA sc, + Tuy =O,

avec les Gy strictement positifs et les uy quelconquese

Réciproquement, supposons qu'il existe des coefficients AG > Oet ue quel-

conques tels que

TAGey + THY, =O.

Cette expression peut encore s’écrire

gq 2q

Tic, * © piv, = u ulv, = O
id kel Kok kegel Kk

avec les coefficients Xe et He strictement positifs. Il suffit, par exemple, de

remplacer u,v, par Vi-vy [uy + 1)-1]) Yoo to, - 1)+1) v, selon que Hy est nul,

positif ou négatif. Le théoréme 4 permet alors d’affirmer que les objectifs

7 4 a : n
maximiser Cex, maximiser Vex» maximiser (ov, ox) sont discordants sur R.

En vertu du théoréme 3, l'ensemble

In{x € R"|c,.x 2 OHMALO{x € R"|v,.x 2 OHALA{x € R"|v,.x ¢ Oy
i i iL

est un sous-espace vectoriel qui peut encore s’écrire

In{x €R” | c,.x 2 ON Mo

Tl reste 4 faire appel au théoréme 1 pour constater que les objectifs "maximiser

Cox" sont discordants sur Do

Exemple. Si D = {x € R? |x, +X * 1}, les objectifs maximiser xy et maximi-

ser x. sont discordants sur D puisque
2
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(1,0) + (0,1) - (1,1) =a,

le vecteur (1,1) constituant 4 lui seul une base du sous-espace vectoriel

supplémentaire de ‘o.

5. Concekusions,

Avant de choisir une méthode de résolution d'un probléme multicritére qui

conduit nécessairement 4 une sclution appartenant 4 la frontiére relative de

l'ensemble délimité par les contraintes, il est prudent de s'interroger sur la
concordance ou la discordance des objectifs.

Lorsqu'il est difficile d'établir la concordance des objectifs, on donnera la

préférence 4 une méthode qui ne conduit Pas 4 coup sGr 4 un point de la frontiére

relative de l'ensemble défini par les contraintes. En effet, pour des objectifs

discordants, le simple bon sens Sugg@re quelquefois d’adopter comme solution un

point de l’intérieur relatif de l'ensemble défini par les contraintes,

Signalons au passage que la méthode que nous avons donnée en [6] livre & trés
peu de frais une solution de compromis dans le cas d’objectifs discordants.
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