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Les principaux résultats de cette note ont &té exposés par l'auteur 3 1la
troisiéme journée de travail du groupe EURO sur 1'aide 3 la décision multicri-
tére le 5 mars 1976 a 1a V.U.B. a Bruxelles,

l. Introduction,

Considérons un probleme multicritére lindaire dont les objectifs sont de

maximiser les fonctions linéaires f

R",

1 {2’ e fp Sur un ensemble convexe 0 de
Classiquement, on Suppose qu’'il existe un décideur unique dont 1'objectif

est de maximiser une fonction E . kifi(xJ od les coefficients positifs li sont

a déterminer, Fort de cette hypothése, on se contente alors de rechercher une
solution idéale sur 1a fruntiére[l] de D. Lorsque les différents objectifs sont
relatifs a plusieurs décideurs, pareille hypothése peut ne pas Btre vérifiée (B),
MBme dans le cas d'un seul décideur soumis a des objectifs trop "contradictoires”,
cette hypothése peut ne plus Btre valable, En effet, il peut arriver que les
objectifs soient tellement "contradictoires” que l'ensemble des solutions gffi-

caces soit l'ensemble D tout entier !

Dans cet article, nous donnons des théoremes qui permettent de caractéri-
ser les prablémes multicritéres linéaires pour lesquels ce phénoméne se présente.
L'existence de problémes de ce type nous conduit enfin a formuler quelques re-

marques pour la résolution des problémes multicritéres linéaires,

——— e e

(1) I1 s'agit plus précisément de la "frontiere relative” ou marge.
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2. Définitions et notations.

Soient Fi. (L = 1,2, «se, p), p fonctions de n variables réeelles.,

On considére un probléme multicritére dont les objectifs sont de maximiser
les fonctions f£,, (1 = 1, 2, ccs pJly, SUT UN ensemble convexe D de Rnn Un point

i

X de D est dit efficace (ou nom dominé) pour ce probleme s'1l n*existe aucun
point x' de D tel que fi[x’] > fi[xnl pour chaque indice i et ?i[x'] > fiixul

pour un indice i au moins.

Les objectifs "maximiser fi' (i = 1, 2, «ss, pP)" sont appelés discordants
sur un ensemble convexe D si tout point de D est efflcace pour le probléme mul-
ticritere dont les objectifs sont de maximiser les fi sur D [1]n Des objectifs

non discordants sur O sont dits eoncordants sur D.

Les objectifs "maximiser fi' (1 = 1, 2, .ss, p)" sont dits discordants

s'i{ls sont discordants sur tout ensemble convexe D de Hn.

Exemple. Les objectifs "maximiser xl". "maximiser xz" et "maximiser X4 -xz”
sont discordants, puisqu'ils sont manifestement discordants sur tout ensemble
2
convexe de R .
Les objectifs "maximiser xl" et "maximiser x_" sont visiblement discordants
2
: bl + = > :
sur l’ensemble {[xl.x2]1 ST 1, Xy % 0, Xy 3 0} de R
Nous noterons lﬁ 1'enveloppe linéalre d'une partie A de Hn, c'est-a~dire 1la
plus petite variete affine contenant A. Le sous-espace vectoriel de R" translaté
de lﬂ sera noté YA. Enfin, un segment de R" qui contient ses extrémites a et b

sera noté (a,bl.

3. Objectifs Lindaires discondants el sous-espaces vectorndiels,

Théoréme 1. Sotent f,, f,, ccus Fp;gfbnctions linéaires de n vartables

ll
réelles. Les objectifs "maximiser fi' (i = 1, 2, ees, p)l"sont discordants sur

n . .
un ensemble convexe D de R si et seulement si l'ensemble

P n W
I= N {x ER lfi{xlan}n D

im=]
& n - -
est un sous—espace vectoriel de R; en ce cas, I n'est d'atlleurs rien d'autre

que l'espace vectoriel

(1) On supposera p > 1 pour éviter qu'un seul critere puilsse Btre discordant sur
un ensemble O (par exemple lorsque D se réduit a un singleton).
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oU Ni est le noyau de ?i .

Preuve. Supposons d'abord gue les objectifs soient discordants et montrons

; n
gue I est un sous-espace vectoriel de R .

D’abord, I est un cBne convexe de sommet O comme intersection de tels c8nes.
De plus, I est symétrique. En effet, si tel n'est pas le cas, il existe un point
u de I tel que -u n'appartienne pas &8 I. Comme u appartient & UD, il existe un

point X de D et un réel strictement positif A tels que

(x = Au, x + Au)c D,
0 0

Puisque =Au appartient a YD sans appartenir a I, il existe un indice i au moins

tel que fi[“ku} < 0; soit j cet indice. La linearité de Fj livre ¥j{u] > 0, d'od
+ Au) = F, (x )

0 i o

+ Aul) 3 ?i[xD]. On en déduit que X n'est

Fj[xﬂ + Au) > Fj[xD]. Pour les autres indices, les relations fi{x
+ Af.(u) et ¥ (u) > 0 conduisent & f_[x

i i i o
pas efficace, ce qui est absurde.

e : . n
Réciproguement, supposons que I solt un sous-espace vectoriel de R et mon-

trons que les objectifs sont discordants sur O.

Soit Xy un point guelcongque de U, 51 X n'est pas efficace, il existe un
point x' de D tel gue Fi[x'J 2 fifxﬂl pour tout indice i et Fi{x'} > Fi(xD] pour
un indice i au moins. Soit j un indice tel que fj[x'] > Fj[xul. Les inégalites
fj[x” W xD] > 0 et ?i[x' - xD] > 0 montrent que x' = X appartient &8 I. Par contre,

1'inegalite $jfxD - x'") < 0 montre que X, T x' n'appartient pas a8 I, ce qui contre-

dit le caractere symétrique de L.

Pour la derniére partie de 1'énoncé, on observera gue le caractere symétrique
de I permet d'affirmer gue fi[y] = 0 pour tout i et pour tout y de I. Inversement,
si y est un point de Vb tel que Fi[y] = 0 pour tout i, il est clair que y appar-

tient a 1.

Théoreéme 2. Soient Fl, FE'

réelles. Les objectifs "maximiser ¥ (i =1, 2, aes, p)" sont discordants sur

- fp p fonetions linéaires de n variables

i - .
un ensemble convexe D de R’ si et seulement si aucun des systémes
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l.l‘x] > 0 [-Fz[x}:-lj (fp[x]?[]
Sl fi[xl > 0 (i¥1), 52 fi[xi % 0 [3¢Z), 50w S fi[xi > 0 (i#p]
x € O leD x E D

n'admet de solution.

Preuve. Si les objectifs sont discordants et si 5., par exemple, admet
une solution x., celle-ci appartient a I = N {x € R" ] fi[x] > 0} N VD sans

-

faire partie de (rWNiJ r1UD, ce qui est absurde en vertu du théoreme 1.

Pour la réciproque, si aucun des systémes S, n'admet de splution et si
les objectifs ne sont pas discordants sur O, I n'est pas un sous-espace vec-
toriel, donc il differe du sous=espace (N Ni]fﬁ UD, il existe donc un indice

i et un élément x de I tels que Fi(x] > 0, ce qui est absurde.

Remarque. La discordance d'objectifs linéaires sur un convexe D est liée
a la nature du sous-espace Vb et non & la forme particuliere de D au sein de 1D.
En effet, si des objectifs linéaires f, sont discordants sur un ensemble convexe
D, 7ls le sont également sur tout convexe E tel que Ve = VD (en partteulier sur
VD lui-méme) et, mieux mBme, sur tout convexe F tel que VF soit un sous—espace
veetoriel de UD. Cette proposition est une conséguence immédiate du théoreme 1

(ou mBme du théoreéeme 2).

En corollaire, on peut affirmer que L'étude de la discordance d'objectifs
- - n e 3 L
linéaires sur Les convexes de R ge paméne 4 1'étude de la discordance de ces

- - - L n
objectifs sur les seuls sous—espaces vectoriels de R .

Le théordme suivant découle de la remarque précedente :

Théoréme 3. Sotent Fio Fos nees {D p fonctions linéatres de n vartables

2'
réelles. Les objectifs "maximiser fi, (i = 1, 2, 2, P)" sont discordants si
et seulement si l'ensemble

P

I= N (xR | £.(x) 2 0]
. 1
i=]

Ll r_'l - L
est un sous-espace vectoriel de R , ou encore st et seulement si aucun des

systémes
Sf[x]‘?ﬂ &F,Jlx]>D ﬁf’{x]:r[l
1 2 = - P
S g ¥ s s ey 2
1 2 8l
lfi[x] > 0 (1¥1) LFiLK] > 0 (i#2) lfi[x] 2 0 (i¥p)
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n'admet de solutions.
4. Obfectifs Lintaines discondants et muliiplicateuns .,

Théoréme 4. Sotent CioXs CoeX, saa, CpeXs P fonetions linéaires de n varig-

2
bles réelles X1 Xor wea, X
Les objectifs "marimiser Ciexs (1 =1, 2, L0, p)” sont discordants si et seule-

ment 8'tl existe p réels A 8trictement positifs tels que LA c = O,

Le théaréme découle presque immédiatement des deux th@orémes suivants qu'on

pourra trouver dans [ F] et dans [V] :

a) Un point Xo intérieur 3 un ensemble D est efficace pour le probléme
multicritére de maximisation des fonctions Ci*X sur D si et seulement s'i]1 existe

p réels lk strictement positifs tels que Elhck = (O,

b) Soit X, un point d'un ensemble D o0 1a fonction IX .c, .x [lj réels stric-

d 3

tement positifs arbitrairement choisis) atteint son maximum sur D, Alors xD est
un point efficace pour le probléme multicritére de maximisation des fonctions

ciqx sur D,

Preuve du théoréme. Si les objectifs sont discordants, ils sont aussi dis=
cordants sur R" de sorte que tout point de R" est efficace. En vertu de al, on

peut trouver p réels lh > 0 tels que Zlkck = 0,

Réciproquement, s'il existe des reéels Lk > 0 tels que Elhch = 0, on a aussi
Ehkcknx = 0 et, en vertu de b), tout point de R" est efficace,

Le théoréme 4 peut Btre geénéralisé de la maniére sulvante ;

Théoréme 5. Soit D un ensemble convexe et Vi 1. =1, 24 weey Q, des vecteurs
formant une base du Sous=espace vectoriel supplémentaire de “D. Les objecti fs
"maximiser CyeX, (1 =1, 2, ouo, p)” sont ditscordants sur D si et seulement s'11
existe p réels strictement positifs lk et q réels quelcongues My tels que

p q
E e, * I uwyv = "
=1 11 gy KK

Preuve. Supposons d'abord que les objectifs soient discordants sur D, En

vertu du théoréme 1, 1'ensemble
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I= 0{x€R" | coax30iN Vb
est un sous-espace vectoriel de R". Comme I peut encore s'écrire

I =[x € R"[c x> 0INIO(x € R"|v, «x 2 OHNIN{x € R"|v, x £ O},

le théoreéme 3 permet d'affirmer que les objectifs maximiser Cy*Xs maximiser

v, «X, maximiser (=v_.x) sont discordants sur R, I1 reste alors a faire appel

K k.
au théoréme 4 pour obtenir une relation

[ ] =1 " D
Elici + Eukuk Euhuk = i

avec les Ai' uL, p; strictement positifs, ou encore

Ihe, * Iuyv, =0,

avec les A, strictement positifs et les yu

i quelconques.

k

Réciproquement, supposons qu'il existe des coefficients li > 0 et My quel-

congques tels que

+ = 0 .,
Elici Ty

kYK

Cette expression peut encore s'écrire

g 24
x.c, = E ply = E pl'v, = 0
s S 8 k1 Kk K k=g+l Kk K

avec les coefficients lk et u; strictement positifs. Il suffit, par exemple, de

- - - +
remplacer W Vv, par v -V, , [[pk + 1) I]Uk " [[uK 1) l]uK selon que p  est nul,
positif ou négatif. Le théoréme 4 permet alors d’affirmer que les objectifs
.x) sont discordants sur R",

maximiser Cs o Xs maximiser v, .x, maximiser (=v

K

En vertu du théoréme 3, l'ensemble

K

N{x € Hnici-x > 0HNIn{x € Rn|ui.x 2z 0}nln{x € Rn]ui.x < 0}

est un sous-espace vectoriel qui peut encore s'ecrire

(nix € R" | CieX 2 33 0

Il reste a faire appel au théoréme 1 pour constater que les objectifs "maximiser

ciux sont discordants sur U.

Exemple. S1i D = {x E RE X4 T 1}, les objectifs maximiser X4 et maximi-

Ser X, sont discordants sur U puisque
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(1,G7 + (0,1) - [),1)] = QO ,

le vecteur (1,1) constituant & lui seul une base du sous=-espace vectoriel

supplémentaire de UD.
5. Conclusions,

Avant de choisir une méthode de résolution d'un probléme multicritére qui
conduit nécessairement & une sclution appartenant a la frontiére relative de
1"ensemble délimité par les contraintes, il est prudent de s'interroger sur la
concordance ou la discordance des objectifs,

Lorsqu'il est difficile d’établir la concordance des cbjectifs, on daonnera 1la
preférence & une méthode gui ne conduit pas a coup slr & un point de la frontiere
relative de l'ensemble défini par les contraintes. Fn effet, pour des objectifs
discordants; le simple bon sens suggere quelquefois d’adopter comme solution un
point de 1'intérieur relatif de 1l'ensemble défini par les contraintes,

Signalons au passage que la méthode que nous avons donnée en [B] livre & tres

peu de frais une solution de compromis dans le cas d’objectifs discordants.
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